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Abstract: In the present article, we examine some aspects regarding the role of mathe-
matical problems of general character in the organization process of sudents’ individual
activity, and outlining an individual track of self-regulated learning. General problems
regarding analytic geometry, complex coordinates of sets of points, and second-order curves
are examined.

Keywords: teaching-learning-evaluation, students’ individual activity, self-regulated
learning, general problems, analytic geometry, complex coordinates, second-order curves.

Introducere

Necesitatea perfectiondrii profe-
sionale a cadrelor didactice este im-
plicatd de o multitudine de factori
care decurg din tendintele actuale spre
modernizarea continud a curriculumu-
lui, implementarea tehnologiilor, a
metodelor si a formelor noi de predare-
invatare-evaluare, deplasarea focali-
zarii pe subiectul invatarii etc. [14].

Cercetatorii propun diverse strate-
gii de sporire a calitatii formarii profe-
sionale a profesorilor de matematica:
profesionalizarea pregatirii matematice
(Branzei D., Mordkovici A., Sadrikov
V., Afanasiev V., Smirnov E. [1, 2, 5,
6, 7, 8, 9, 19]); formarea contextual-
metodica a profesorilor de matematica
(Marcenko M.); pregatirea istorico-
metodica a profesorilor de matematica

La pensée n’est qu’'un éclair,
Au milieu d’une longue nuit,
Mais c’est cet éclair qui est tout.
Henri Poincaré

in universitatile pedagogice (Drobisev
lu., Poleakova T., Beloborodova S.
[16, 17, 21]); aplicarea unui sistem
bazat pe imbogatirea continuturilor de
matematica elementara si didactica
matematicii in procesul de recapitula-
re (Sebanova L. [17, 21]); formarea
priceperilor de construire a sistemelor
de probleme (Titeicd Gh., Kovaleva
G., Koleaghin lu., Polya G., Fridman
L. s.a. [3, 4, 10, 11, 12, 13, 16, 18,
22]). In opinia lui A. Papisev, imbu-
natatirea calitativa a procesului educa-
tional la matematica se realizeaza prin
trei activitati: informare, gestionare si
coordonare [20]. Punerea in aplicare a
primului dintre aceste aspecte tine de
asigurarea continuitatii factorilor si-
tuationali si semantici de continut, al
doilea — de gestionarea adecvati a pro-




cesului de formare a structurilor cogni-

tive, iar al treilea — 1n orientarea elevi-

lor spre aplicarea in experienta indivi-
duald a unor actiuni de invatare gene-
ralizate, contribuind la selectarea libe-

ra a unor trasee proprii de explorare a

cunostintelor. Nu existd o parere uni-

ca referitoare la metodologia formarii
competentelor de rezolvare a proble-
melor matematice. Unii autori pun pe
prim-plan diversificarea metodelor de
rezolvare a unei probleme, altii — re-
zolvarea diferitelor probleme prin
aceeasi metoda. Deci diferiti autori
expun diverse conceptii, uneori se in-
talnesc opinii opuse.

Autorii prezentului articol sustin
urmatoarea parere:

- Omul nu este capabil sa rezolve
toate problemele matematice
existente, prin urmare trebuie sa
asimileze un numar suficient de
metode de rezolvare pentru a le
aplica la diverse probleme.

- Pentru majoritatea elevilor si stu-
dentilor cu capacitati medii este
necesar s rezolve mai multe pro-
bleme pentru a insusi o metoda.

- Profesorul trebuie sa dispund de
un numar suficient de probleme
cu acelasi grad de dificultate
pentru a oferi conditii identice
tuturor elevilor (studentilor) in
procesul de evaluare.

- Problemele propuse pentru lucrul
individual trebuie sd acopere
continuturile teoretice predate,
pentru ca elevul (studentul) sa
aplice ideile de baza, astfel con-
solidand materialul teoretic.

Un procedeu eficient de formare

a competentelor de rezolvare a pro-

blemelor matematice consta in utiliza-

rea problemelor generale. Problemele
generale, in mod natural, pot fi com-
puse in conformitate cu principiile

anterioare. Fenomenele matematice,
ca si cele naturale, pot fi divizate in
clase. Din aceasta cauza problemele
matematice pot fi repartizate dupa
anumite tipuri si fiecare tip se refera
la un anumit fenomen si contine anu-
miti parametri numerici: doud proble-
me concrete de acelasi tip se deose-
besc prin valorile acestor parametri.
Scopul problemei generale constd in
stabilirea anumitor relatii ale fenome-
nului dat cu alte fenomene matema-
tice. Orice capitol matematic trebuie
sd elucideze relatiile unui fenomen
nou cu alte fenomene. Multe din aces-
te relatii pot deveni parti componente
ale problemei generale.

In continuare, propunem pentru
analiza cateva exemple concrete.

1. Probleme generale in geo-
metria analitica

Prezentam unele probleme cu ca-
racter general din geometria analitica.
Aceste probleme sunt exemple din
sarcinile pentru lucrul individual al
studentilor. Consideram ca in plan si
in spatiu sunt fixate sisteme de coor-
donate carteziene rectangulare.
Problema 1.1. Transformarea de ase-
ménare de genul intdi W aplica
punctele A = (1,1), B = (4,5) respectiv
pe punctele A' = (-30,-1), B' = (30,10).
1.1.1. Scrieti expresiile analitice ale
transformarii y .
1.1.2. Determinati coeficientul de
asemanare K al transformarii y .
1.1.3. Calculati punctul fix C al
transformarii ¥ .
1.1.4. Determinati deplasarile f si g
pentru care = HoXof = goHok.
1.1.5.  Determinati  coordonatele
punctelor F si D, pentru care D =
v (O)\csi O =y (F).
1.1.6. Fie | dreapta cu ecuatia X - y +
4 = 0. Determinati ecuatiile dreptelor




h si p pentru care h = w(l) si | =

v (p)-

Problema 1.2. Sunt date patru puncte
A=(32),B=(43),C=(5-3),A =
(15,2).

1.2.1. Calculati aria Sasc a triunghiu-
lui ABC. Determinati orientarea triun-
ghiului ABC.

1.2.2. Determinati un punct E pentru
care raportul simplu (AB,E) = -2/3.
1.2.3. Calculati produsul scalar al vec-
torilor AB si BC.

1.2.4. Determinati ecuatia dreptei
(AB) si distanta de la punctul C pana
la aceasta dreapta.

1.2.5. Determinati ecuatia dreptei | ce
trece prin punctul A' perpendicular la
dreapta (AC).

1.2.6. Determinati ecuatia medianei
my duse din varful B al triunghiului
ABC.

1.2.7. Determinati ecuatia bisectoarei
Ic duse din varful C al triunghiului
ABC.

1.2.8. Determinati punctul H de inter-
sectie al Tnaltimilor triunghiului ABC.
1.2.9. Determinati centrul, raza si
ecuatia cercului ce trece prin punctele
A B, C.

1.2.10. Aflati doua puncte P, Q situate
de parti diferite si la distante egale de
la dreapta I.

1.2.11. Vectorul m este paralel cu
dreapta (AA") si are abscisa egala cu 6.
Calculati coordonatele si modulul

vectorului m.

1.2.12. Calculati coordonatele punctu-
lui D, daca ABCD este un parale-
logram.

1.2.13. Calculati coordonatele punctu-
lui V, dacd A’ este punctul de intersec-
tie ale Tndltimilor triunghiului ABV.
Problema 1.3. Sunt date ecuatiile a
doua drepte:

X =1+2t, X =06+3t,
h:qy=7+t h,:qy=-1-2t,
z =3+4t. Z=-2+t.

1.3.1. Determinati locul geometric de
puncte egal Indepartate de la dreptele
h1, ha.

1.3.2. Calculati unghiul dintre aceste
drepte.

1.3.3. Determinati pozitia lor recipro-
ca.

1.3.4. Determinati ecuatia dreptei h ce
intersecteaza dreptele hi si hy si este
perpendiculard pe ele. Determinati
punctele de intersectie ale dreptei h cu
dreptele h; si ho.

Problema 1.4. In paralelipipedul
ABCDA'B'C'D' sunt cunoscute coor-
donatele varfurilor A=(1,2,3),
B=(9,6,4), D=(3,0,4) si A'=(5,2,6).
1.4.1. Determinati volumul V al para-
lelipipedului.

1.4.2. Calculati aria bazei Aascp.

1.4.3. Calculati coordonatele varfu-
rilor C, B', C', D".

1.4.4. Calculati ecuatia dreptei (CD").
1.4.5. Calculati ecuatia planului (ABC).
1.4.6. Calculati unghiul dintre dreapta
(CD") si planul (ABC).

1.4.7. Calculati unghiul dintre planele
(ABC) si (ABA").

1.4.8. Determinati punctul E ce im-
parte segmentul [AB] in raportul 2/3.
Problema 1.5. In piramida SABCD
sunt cunoscute coordonatele varfu-
rilorS=(1,2,3),A=(9,6,4),B=(3,
0,4)si D=(5, 2, 6).

1.5.1. Determinati coordonatele punctu-
lui C, daca ABCD este un trapez cu
baza mare DC de doua ori mai mare
de cea mica AB.

15.2. Determinati volumul V al
piramidei.

1.5.3. Calculati aria bazei Aascp §i

marimea Tnal{imii.



1.5.4. Calculati coordonatele produsu-
lui vectorial [AB, AC].

1.5.5. Calculati ecuatia dreptei h ce
trece prin punctul S perpendicular la
planul bazei (ABCD) si coordonatele
punctului de intersectie H a dreptei h
cu planul bazei.

Problema 1.6. Este data o curba de
ordinul doi y cu un focar F = (3,2),
directoarea respectiva |: x+y+5=0 si
excentricitatea e=2.

1.6.1. Determinati tipul, ecuatia gene-
rald si ecuatia canonica a acestei curbe.
1.6.2. Calculati un punct situat pe cur-
ba, un punct situat in interiorul curbei
si un punct situat In exteriorul curbei.
1.6.3. Determinati o axa de simetrie.
1.6.4. Determinati centrul curbei date.

2. Coordonatele complexe ale
unor multimi de puncte

Numerele complexe ofera posibi-
litatea de a dezvalui esenta metodelor
algebrice in geometrie. Aplicatiile nu-
merelor complexe sunt diverse: teoria
functiilor de wvariabila complexa,
functii analitice, teoria numerelor,
mecanici, aero- si hidrodinamica. In
geometria pland numerele complexe
pot fi utilizate la rezolvarea unor pro-
bleme, cunoscand unele formule ge-
nerale. Selectarea formulelor se face
reiesind din relatiile date in ipoteza
problemei si concluzii. Simplitatea
metodei numerelor complexe este evi-
denta in comparatie cu alte metode,
care necesitd gandire creativad si o
lunga cale de explorare.

Interpretarea geometrica a nume-
relor complexe este accesibila elevilor
claselor gimnaziale.

Unui numdr complex dat in for-
ma algebricd z=x+ yi i se asociazi
un punct M (x;y) in planul de coor-
donate. Numarul complex Z este nu-

mit coordonatd complexa a punctului
M (x; y) sau afixul punctului M (x; y)
si se mai noteazd M (z). Astfel, intre

multimea punctelor planului euclidian
si multimea numerelor complexe se
stabileste o relatie biunivoca. Acest
plan se numeste planul numerelor com-
plexe. Axa Ox se numeste axa reala,
iar Oy — axa imaginara. Numarul zero
este si numadr real, si imaginar.
Formulele cele mai simple utile
la acest capitol sunt:
2.1. Distanta dintre originea de
coordonate si punctul M(z):

OM| =z =x* +y*;
2.2. Distanta dintre punctele A(Q)
si B(b): |AB=[a-b
2.3. Masura unghiului orientat din-

tre vectorul O—M si sensul
pozitiv al axei Ox: p=argz;
2.4. Punctele A(a) si B(b) simetri-

ce in raport cu axa Ox: a = k_) ;
2.5. Punctele A(a) si B(b) simetrice

in raport cu axa Oy: a = b ;
2.6. Punctele A(a) si B(b) simetrice

in raport cu originea O: a=-b;

2.7. Multimea punctelor cercului de
razd I cu centrul in originea de

coordonate: |z| = r sau zz=r;
2.8. Punctul C(c) imparte segmen-
tul AB (unde A(a) si B(b)) in
raportul 4: ,_a+4b;
1+

2.9. Conditii suficiente de colinia-
ritate a trei puncte A(a), B(b)

si C(c): 3Fa,BfeR, unde
a+pB=1 pentru care
c=ca+ fb;

2.10. Ecuatia dreptei OA: za=az;




2.11. Perpendicularitatea segmente-
lor AB si CD (A(a), B(b),
C(c) si D(d):

AB 1.CD < (a-b)c—d)+(a-b)c-d)=0;

2.12. Centroidul unui triunghi cu
varfurile A(a), B(b) si C(c):

g=%(a+b+c)?

2.13. Ortocentrul unui triunghi cu
varfurile A(a), B(b) si C(c):
h=a+b+c.

Aceste formule ne permit sa re-
zolvim o multime de probleme de
geometrie plana, inclusiv:

Problema 1. Demonstrati, cd ecuatia

cercului (sau a dreptei) in planul com-

plex poate fi scrisa in forma

azz+bz—-bz+c=0, unde a si C

sunt numere pur imaginare.

Problema 2. Demonstrati ca puterea

punctului cu coordonata w, in raport
cu cercul azz+bz—bz+c=0, este
egala cu WW+9W_9W+E.

a a a
Problema 3. Demonstrati ca trei

puncte cu coordonatele z ,z, ,z, sunt
coliniare, atunci §i numai atunci cand
Z,-2, _Zo—11

=12, I11—1>

Problema 4. Demonstrati ca dreapta
care trece prin punctele cu coordona-
tele z,z, este locul geometric al
punctelor cu coordonata Z, pentru ca-
-2, I1-1In
Z,—2, I1—1»
Problema 5. Demonstrati ca, daca
suma patratelor laturilor unui patrula-
ter este egala cu suma patratelor dia-
gonalelor lui, atunci acest patrulater
este un paralelogram.

re are loc relatia

Teorema lui Ptolomeu: Suma produ-
selor lungimilor laturilor opuse ale
unui patrulater inscris in cerc este
egala cu produsul lungimilor diagona-
lelor sale.

Demonstratie. Fie patrulaterul
ABCD este inscris intr-un cerc de
razd R cu centrul O. Alegem un
sistem de coordonate cu originea in

centrul O, iar raza EA — semiaxa
pozitiva a axei absciselor. Varfurile
B, C si D vor fi considerate imagini
ale numerelor complexe x,y,z mo-
dulul carora este egal cu R, iar argu-
mentii  principali sunt respectiv
a, B,y - Punctul A(R) are argumentul
principal nul. Vom demonstra, ca
AB|-[CD|+|AD|-[BC| =|AC] |BD
sau:

x=Rl-ly =2 +[z=Rl-ly=x/=[y-R}-}z=¥-()

Calculam separat modulul diferente-
lor: [x-R/=|R(cosa +isina)-R|=Rlcosa ~1+isina|=

Ry/(cos & —1)2 +sina = 2Rsin%

_oRsin 2
ly R\_stm2

)

R‘cos(/j - 7)+ isin(ﬂ - 7,),1‘ =2Rsin

|z - R\=2Rsin1;
2

_Z(cosﬂﬂsinﬁ _1j_

ly—x= —
CoSa +1ISIna

y=B;
2

y—a

‘yfx‘:ZRsin z—x‘:ZRsin

p-a;
2
Atunci egalitatea (*) va avea forma:

ry=B v. B-«a B r—a,
2

+ sin =sin —— =sin—sin
2 2 2

. a .
sSin—sin
2
Pentru a demonstra egalitatea utilizim

formula pentru sinusul diferentei a
doua unghiuri. [15, p.99]

3. Curbe de ordinul doi
Problema 1. Pozitia reciproca a drep-
telor si a curbelor de ordinul doi.

Fie data ecuatia curbei de ordinul doi

Cla, @ +2a,xy +a,y* +2a,x+ 28,y +2,=0 (1)




si ecuatiile parametrice ale dreptei
d {x=at+m, @
y=bt+n.
Pentru a afla punctele de intersectie
ale curbei cu dreapta se rezolva siste-
mul compus din ecuatiile respective.
Prin inlocuirea valorilor variabilelor X
si ¥ in ecuatia (1) obtinem o ecuatie
de gradul doi in raport cu parametrul
t: Pt2+2Qt+R=0. 3
1. Daca P=#0 avem o ecuatie de
gradul doi. Ea poate avea doua
solutii reale distincte X # X,,

atunci existd doud puncte de
intersectie — dreapta este secanta.
Daca ecuatia (3) pentru P = Qare
o singurd  solutie, adica
x =X, € R, dreapta este tangentd
la curba. Daca ecuatia (3) pentru
P #0nu are solutii reale, exista
doua solutii complexe conjugate,
a caror medie aritmetica este un
numar real. Interpretarea geomet-
rica presupune existenta a doua
puncte comune imaginare, iar
mijlocul segmentului cu aceste
extremitati este un punct real.

2. Daca P=0 si Q=0 obtinem
ecuatia de gradul I 2Qt+R=0.
Pentru R0 ecuatia 2Qt+R=0

are solufia reald unicd {__R .
2Q
In acest caz, dreapta si curba au
un singur punct de intersectie —
dreapta ,,strapunge” curba.

3. Dacd P=0, Q=0 si R0 ecua-
tia nu are solutii reale sau com-
plexe. In acest caz, dreapta este
asimptota la curba.

4. Dacd P=0, Q=0 si R=0. In
acest caz, curba degenereaza in
doua drepte, iar una din ele este
dreapta data.

Este interesanta problema privind po-
Zitia reciproca a doua curbe.
Problema 2. Pozitia reciprocid a doua
cercuri.
Rezolvarea formala se reduce la afla-
rea solutiilor unui sistem de doua
ecuatii de gradul doi:
x=x S +(y-y, ) =1,
{Ex-z))z +((Y— yz))z 7 (4)
C>{Z(XZ—X1)><+2(y2 Yy -r e —xt+ys—yZ =0,
(=1 f +(y-y, ) =1,

Am redus problema la aflarea
punctelor de intersectic a cercului
@, cu o dreapta |.

Ce pozitie are dreapta | fatd de
cerc? Aceasta este dreapta radicald a
cercurilor @, si @, .

Cum poate fi definita axa radica-
1a a doua cercuri?

Fie A un punct care apartine unei
drepte care intersecteaza cercul.

Se stie ca AB-AC =const,
p(A @)= AO* —r?.

Daca sunt date doua cercuri
w,,w,, aUNCi axa radicala este tota-
litatea punctelor cu puteri egale.

Axa radicald, dacd exista, este
perpendiculara pe linia centrelor. Deci
este suficient sd gasesti un punct pe
ea. Daca cercurile date se intersectea-
za, atunci punctele comune apartin
axei radicale. Daca cercurile date nu
se intersecteaza, atunci construim un
cerc o, cu centrul O, ¢(0,0,) care in-

tersecteaza ambele cercuri @, w, . Deci
vom avea axa radicala |, a cercurilor
@, @, si axa radicala |, a cercurilor
o,,m,. Punctul de intersectie M el, N,
este centrul radical al cercurilor
w,w, @, $1 apariine axei radicale a
cercurilor ,, w, .

Evident ca de aceste tipuri pot fi
compuse foarte multe probleme.




Acest fapt poate fi folosit la compu-
nerea sarcinilor pentru activitatea
individuala a studentilor.

In legiturd cu tendintele integra-
rii intr-o Europa a cunoasterii, T. Callo
mentioneaza: ,,Profesorul European
trebuie sa aiba o imagine integrald
referitor la rolul sau in educarea ele-
vului, atat prin disciplina predata, cadt

si printr-o formare generala globala
in ritmul accelerat al secolului” [2, p.
124].

Accentul pus pe cunoasterea me-
todelor de rezolvare a problemelor ge-
nerale nu constituie o axare pe ,,meto-
dism” 1n exces, ci crearea infra-
structurii necesare pentru demararea
unui studiu de calitate a matematicii.
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